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Zadanie 1 (uzupemienie wykladu)

Niech E; (i = 1,2,...,n) beda rozlacznymi zbiorami mierzalnymi wzgledem pewnej
miary zewnetrznej zi takimi, ze |J;_, E; = X Udowodnij, ze dla dowolnego zbioru
A zachodzi réwnosé:

AA) =D (AN E).

Zadanie 2

Niech A i B beda zbiorami mierzalnymi wzgledem pewnej miary zewnetrznej
takimi, ze A C B i f(A) = n(B). Udowodnij, ze jesli C jest dowolnym zbiorem
takim, ze A C C' C B, to C tez jest mierzalny wzgledem i oraz u(C) = i(A).

Zadanie 3

Niech 77 bedzie miara zewnetrzna na 2%, i niech p bedzie miara powstala z i przez
obciecie do o-ciala ¥ zbioréw mierzalnych wzgledem zi. Czy dla wszystkich zbioréw
A C X zachodzi ré6wnosé f(A) = inf{u(F): AC F € £}?

ROZWIAZANIE: Prawdziwa jest tylko nieréwnosé i(A) < inf{u(F): ACF € X},
ponadto jest ona oczywista z monotonicznosci miary zewnetrznej. Druga nieréwnosé
jest FALSZYWA. Przyktad jest ponizej. ALE réwnosé ta jest prawdziwa (i tatwa)
dla miary zewnetrznej Lebesgue’a na proste;j.

PRZYKLAD: Niech X = {1,2,....,n}, gdzie n > 2. Okreslamy miare zewnetrzna
I tak: jest to ,,w zasadzie” miara liczaca, z ta réznica, ze zbiory jednoelementowe
maja miare 1,5 (zamiast 1). Pozostale zbiory maja miare réwna ich liczebnosci.
Jest to miara zewnetrzna: jedli dodajemy zbiory wielopunktowe, to jest addyty-
wnos¢, a jedli choé¢ jeden z dodawanych zbioréw jest jednopunktowy, to suma miar
wyjdzie wieksza od miary sumy, czyli podaddytywnos¢. Monotonicznosé tez jest,
bo kazdy zbidr zawierajacy zbior jednopunktowy albo jest mu réwny, albo ma miare
co najmniej 2, co jest wieksze od 1,5. Jakie sa zbiory mierzalne? Otéz tylko @ i
X. Zaden inny zbiér E nie jest mierzalny, bo jesli wezmiemy zbiér A zawierajacy
po jednym punkcie z E i E€, to miara A jest 2, a suma miar przekrojéw AN FE i
AN E° wyjdzie 3.

Jesli teraz zastosujemy wzér z zadania, to wyjdzie, ze miara zewnetrzna kazdego
zbioru A niepustego powinna wynosié¢ tyle co miara X (czyli n), bo to jest jedyny
zbiér mierzalny zawierajacy A. A tak nie jest!

Zadanie 4

Czy prawdziwe jest nastepujace twierdzenie? :

Jedli @ jest miarg zewnetrzng skoriczona (czyli i(X) < 00), to zbiér A jest mierzalny
wtedy i tylko wtedy, gdy m(A°) = u(X) — m(A4).



Wsk. skorzystaj z zadania poprzedniego.

ROZWIAZANIE: To twierdzenie bez dodatkowych zalozen jest FALSZYWE. W
poprzednim przykladzie przy n > 4 kazdy zbiér o liczebnosci wiekszej od 1 a
mniejszej od n — 1 spelia ten warunek, bo na nim i na dopelieniu miara jest
liczaca. A wiemy, ze taki zbidr nie jest mierzalny, bo mierzalne sa tylko pusty i X.

ALE, dla miar zewnetrznych speliajacych zadanie poprzednie (na przyklad dla mi-
ary zewnetrznej Lebesgue’a) réwniez i to twierdzenie jest prawdziwe. Rozwigzanie
pozostawiam do zrobienia.

Zadanie 5
Udowodnij, ze dla miary Lebesgue’a na prostej zachodza wzory

(1) AMla,b]) =b—a (a<b)
(2) A({z}) =0,

(3) M(ab)) =b—a (a<b)
Zadanie 6

Wykaz, ze dla dowolnego zbioru A mierzalnego wzgledem miary Lebesgue’a mamy
réwnosé A(A) = inf{A\(U)} po wszystkich zbiorach U otwartych zawierajacych A.
Podobnie, wykaz, ze A(A) = sup{A(S)} po wszystkich zbiorach domknietych S
zawartych w A. (Te warunki nazywaja sie regularnoscig miary.)

Zadanie 7

Udowodnij, ze jesli miara p okreslona na sigma-ciele zbioréw borelowskich na prostej
spetnia warunek p(A + ) = p(A) (dla kazdego x € R i A mierzalnego), to u = cA
dla pewnej stalej ¢ > 0.

Wsk. Okresl ¢, = np([0, 1)) i zauwaz, ze pu([0,1)) = c,. Stad ¢, nie zalezy od n.
Dalej przyblizaj dowolne przedzialy przedziatami o koricach wymiernych.

Zadanie 8

Przypomnij konstrukcje zbioru niemierzalnego z pierwszego wykladu i uzasadnij
(juz teraz z pelnym zrozumieniem) dlaczego jest on faktycznie niemierzalny wzgledem
miary zewnetrznej Lebesgue’a .

Zadanie 9

Wykaz, ze jeSli A jest mierzalny wzgledem miary Lebesgue’a, to A(A) = A(G),
gdzie G jest pewnym zbiorem typu Gs zawierajacym A. Podobnie, wykaz, ze
AA) = A(F), gdzie F jest pewnym zbiorem typu F, zawartym w A.



